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Kaip linksmai
ir efektyviai mokytis

V u

is sio vadovelio?

Sio vadovélio struktiira panasi i XI klasés vadovélio struktiirg, to-
dél tau jau pazjstami pagrindiniai Zymenys, zinomos spalvy reiks-
més. Priminsime juos ir supaZindinsime su naujienomis.

PAKARTOK Sie skyreliai suteiks tau puikia galimybe pakartoti kiekvieng Zemesniyjy
‘R‘\ klasiy matematikos kurso temg.

——+—0O Desinéje puslapio puséje — kartojimo uzdaviniai.

O Kairéje puséje isdéstyti faktai, formulés, taisyklés primins reikiamas
Zinias ir padés iSspresti uzdavinius.

1 padalijes abi jos pu

@ Skyrelivose ,,Pakartok® ir ,Pasitikrink“ vyrauja Zzalia spalva.

Skyrelyje ,Susipazink® rasi apibréztas ir paaiSkintas visas pagrindines
einamos temos sgvokas, reikiamus Zymenis. Sis skyrelis - tolesniy Ziniy
ir jgudziy pamatas.

Dar niekas neiSmoko matematikos spoksodamas j lenta ar knyga. Rei-
kia spresti uzdavinius. Skyrelis ,, ISmok® papildys tavo Zinias ir padés
tau susiformuoti pagrindiniy, tipiniy uzdaviniy sprendimo jgadzius.

TAIKYK Isnagrinéjes skyrelj ,ISmok® jau turési nemazai ziniy, mokesi spresti
daugybe uzdaviniy. Metas $ias Zinias ir jgadzius pritaikyti sudétin-
gesnése situacijose, zvelgti giliau, mastyti placiau. Tam ir skiriamas
skyrelis ,, Taikyk®

@ Mélyna yra skyreliy ,,Susipazink®, ,,Ismok* ir , Taikyk* spalva.

——O Siy skyreliy pavyzdZiai pateikiami melsvame fone. Taip juos lengviau
rasi.

Perskaityk kairjjj stulpelj — pavyzdzio sprendimga.

Jei ko nors nesupratai, skaityk desinjjj stulpelj — detalesnius paais-
kinimus.




UZDAVINIAI

PASITIKRINK

AR PRIIMSI ISSUK|?

INFORMACINE MEDZIAGA

\ O
)

\ g
b

Prisimink!
Kai y = flu) ir u = g(x), tai
y = f(g(x)) - sudétiné funkcija.

Isimink!

e i A
k=tga=lim =55

Atkreipk démesj!
O AY=1,
O Ar=nl.

Pamegink.

@ Uzdaviniai iskirti rusva spalva.

Ko i$mokai Siame skyriuje? Artéja kontrolinis darbas ir mokytojas tavo
zinias vertins pazymiu. Gali tam darbui puikiai pasirengti. Tereikia
i$spresti skyrelio ,,Pasitikrink“ uzdavinius.

Issukis - kvietimas susirungti. Kas nugalés? Uzdavinys tave ar tu uz-
davinj?

Pasédéti keleta dieny prie vieno sunkesnio uzdavinio, bandyti vis nau-
jus sprendimo budus, ieskoti, klysti ir vél pradéti i§ naujo yra kur kas
naudingiau, nei i$spresti 100 paprasty standartiniy uzdaviniy. Ar tavo
akyse zybsi ugnelés, ar priimsi i§$uk;?

Daugumg tau reikalingy fakty ir taisykliy rasi vadovélio gale esancioje
informacinéje medziagoje. Nepamirsk, kad kartais verta zvilgteléti ir j
XTI klasés vadovélio gale pateiktg informacing medziaga. XI-XII klasés
matematikos vadovéliy keturiy daliy informaciné medziaga apima visa
vidurinés mokyklos matematikos kursa.

Taip zymimi faktai, kuriuos zinojai, taciau galbat primirsai. O ¢ia jy
staiga prireikeé.

Tai nauji, tau dar nezinomi faktai. Juos reikéty jsiminti, nes jy tikrai
prireiks.

Taip zZymimi svarbus faktai, padedantys suprasti jvairias formules ir
taisykles, atsakyti j klausimg ,,Kodeél?“

Sis Zenkliukas rodo, kad elektroniniame priede rasi ne tik uzduociy
atsakymus, bet ir sprendimus su paaiskinimais. Pirmiausia pamégink
i$spresti pats, o jei nepavyks...

Sis zenkliukas rodo, kad verta dirsteléti j vadovélio elektroninj prieda.

Jame rasi svarbiy ir jdomiy dalyky:

O jei zenkliukas yra $alia teoremos, rasi jos jrodyma;

O jei zenkliukas $alia pavyzdziy ar uzduociy, rasi vadovélyje neaptarty
uzdaviniy, teoremy, taisykliy...

O jei zenkliukas prie teoriniy teksty, rasi papildomos informacijos apie
aptariamy matematiniy fakty istorija, jvairiy jdomybiy.

Sio vadovélio elektroninio priedo ieskok virtualioje mokymo(si) aplinkoje klase.eduka.lt.




‘ 1 SKYRIUS
TRIGONOMETRIJA

FUNKCIJOS ISVESTINE IR JOS TAIKYMAS

PIRMYKSTE FUNKCIJA IR INTEGRALAS

VEKTORIAI ERDVEJE
STEREOMETRIJA
STOCHASTIKA

KURSO KARTOJIMAS




Klitciy ruoza jveiksi — séekme prisauksi!

Iveik $ig trasg ir drauge pasitikrink, ar esi pasirenges mokytis toliau.

@ Norédamas pasiekti tiksla, turi sésti j vir§garsinj
léktuva. Kai léktuvo greitis virsys garso greitj, gar-
so bangos susilies j vieng smugine bangg, vadina-
mg Macho kugiu. Macho kiigio kampg ¢ ir Macho
skai¢iy M (nedimensinj dydj, rodantj objekto grei-

7

Apskaic¢iuok kampo ¢ reikSme 1° tikslumu, jei Ma-

Cio ir garso grei¢io santykj) sieja rysys sin% =

cho skaicius lygus 4,5.

t=0,523 t=2

X |0 X

9 Léktuvas turi jveikti viska naikinancia banga. Ja
apibadina funkcija y = |3 sin (%x) cos (3t)’ (¢ia y -
bangos aukstis kilometrais, x — tasko, kuriame kir-
si banga, abscisé kilometrais, x € (0; 6), t — laiko,
kai kirsi banga, momentas, t € (0; 3)). Siq banga
galima jveikti tik tuo laiko momentu, kai banga-
vimas beveik nuslopsta, t.y. kai t = 0,523. Nusta-
tyk, kokio didziausio auks$¢io tuo momentu gali
bati banga. Jei pavéluosi ir bangg bandysi kirsti
momentu t = 2, turési tai padaryti tokiame taske,
kuriame banga maziausia. Kokia $io tasko abscisé?

€ Skrendi pro arka. Jos plotj x ir aukstj h sieja rysys
el 5 R V

—ina - Koks gali biti didZiausias arkos auks-
tis, jei kampo a didumas lygus 60° o arkos plotis
turi buati ne didesnis kaip 12 m?

50 =

O Skrydis baigtas, toliau keliausi pés¢iomis. Pagal
brézinio duomenis apskai¢iuok, kokio ilgio nuo-
kalne teks jveikti.

© Lipdamas kopéctiomis zemyn turési pasilenkti.
Jéga, veikianti tavo nugarg, kai lenkiesi, nusakoma

1,2mcosa,
sin12°

mais. Kokiu kampu pasilenkus §i jéga yra didziau-
sia, kokiu — maziausia?

funkcija F = ¢ia m - tavo masé kilogra-

6 Ar esi pasirenges jveikti kalnelius? Taska O laiky-
damas koordinaciy pradzios tasku, parasyk kosi-
nusoidés lygtj.




Prisimink!

PAKARTOK

Lygtys, nelygybes
Ir Jy sistemos

Uzdaviniai

I$spresti lygtj — tai rasti visas
nezinomojo reiksmes, su kurio-
mis lygtis virsta teisinga skaitine
lygybe, arba jrodyti, kad tokiy
reik§miy néra.

@ Lygties 6x - 5 = 6x sprendiniy aibé yra:

A R\ {0} B I; CR; D {0}.

@ Nurodyk lygties (2x + 3)(2x — 3) = 4x2 - 9 sprendiniy aibe.
A {0} BR\{0} CQ DR

€) Kiek sprendiniy turi lygtis %("1)6) 0?
Al B2 C3 D4

Q Lygties </ x - 3 = 2 sprendinys yra:

A -1; Bl C5; D7
9 Kiek sprendiniy turi lygtis Vx + v/x - 2 = -4?
A0 B1 C2 D Be galo daug

® Nurodyk lygties |x + 6| = 5 sprendinius.

A -11 B -1 C-11ir-1 D Sprendiniy néra

Reiskinys ApibréZimo sritis
@ sveikasis x€R
@ - O#0
® z/O O>0
A

@ e O>0
® o O>0

A >0,
® logn A >0,

E

0 Nustatyk lygties apibrézimo sritj:

x> -4 xX+2 _ . [ — 1.
)x+2 > b)x2_4—5, C)3 x+6—1,
d)3*=9; e x8=1; f)lg(1 -x) =0

3x+7_ . +X — 7. s — Q.
g)m—f}, h) 73+*=7; i) ¥5-2x =§;

2
) x3 = 5. 1 — 2 _ 1.

j) x*=5; k) — ) log.x*=1;
m) %2 = 2; n)/Igx = 2; 0) 10g2% =3
pYT-x = r)\/?+\/i_= s) log, (1 + x) = 3.

e Isspresk lygti:

a)x-1=x+2; b) 3(x - 1) - 5(x + 2) = =13 - 2x;

o) J3x=2; d) 3x = x%

e) x* - x(x +3) =6; f) 2x2 = 3;
g)\V2x-1=x; h) (V2 +V3)x =2 - /3;
i) 2+x=x j) 6(x—1) =9x - 3(x + 2);
k) 6x% = 1; 1) x(x +3)=x%*+6;

m) /3 =2x; n) 5x = x%
0)3-x=43x p) 2x — /5 = x/5 + 2.

10



SUSIPAZINK

Trigonometrija

XI klaséje susipazinai su trigonometrinémis funkcijomis f(x) = sinx,
f(x) = cosx, f(x) = tgx, f(x) = ctgx ir iSmokai taikyti jy savybes. Me-
tas pratesti $ig pazintj, suZinoti daugiau trigonometriniy formuliy ir
mokytis jas taikyti.

Pradedant mokytis toliau, verta prisiminti kai kurias Zinomas formules
ir taisykles:

Trigonometriniy funkcijy reikSmiy Zenklai Trigonometrinés formulés

sina @) J

Il ketv.
Qﬂ

cosaé

Netv
+ L0) @

\ Otga= cosa’
+ __cosa
(1) O ctga =4

O sin*a + cos?a =1,
sina

IIIketv\

L]

tgué

of

>
PANS

4+

X
Trigonometriniy funkcijy lyginumas

O sin(-x) = -sinx;
O cos(=x) = cosx;
O tg(-x) = -tgx;

N

o

@ -neegzistuoja @

\ O ctg(-x) = —ctgx.
(N
J X

1. To paties argumento (kampo)
trigonometrinés formulés

Sprendziant uzdavinius daznai reikia rasti vienos trigonometrinés
funkcijos reik$me, kai yra Zinoma to paties kampo kitos trigonometri-
nés funkcijos reik§mé, prastinti sudétingesnius trigonometrinius reis-
kinius. Todél svarbu Zinoti formules, siejancias vieng trigonometrine
funkcijg su kita. Kai kurias i$ $iy formuliy jau zinai. Svarbiausia tarp
ju - pagrindiné trigonometrijos tapatybé sin’a + cos’a = 1.

19



1 skyrius | Trigonometrija | Susipazink

Pavyzdys Apskaiciuokime:
a) cosa, kai sina = % ir 0° < a < 90%
b) sina ir tga, kai cosa = -0,4 ir % <a< .

Sprendimas
a) sin’a + cos?a = 1, « Taikome pagrinding trigonometrijos tapatybe.
cos?a =1 - sin?aq, «I5 jos isreiskiame cos?a.
2
cosla =1 - (%) =1- % = %; «Jrasome kampo a sinuso reik$me ir apskai¢iuojame kosinuso kvadratg.
cosa = * % = i%; «Is abiejy lygties pusiy iStrauke kvadratine saknj, gauname dvi kosi-
nuso reik§mes - teigiamaja ir neigiamaja.
cosa = %5, nes a € I ketv. «Pastebime, kad pagal salyga kampas a priklauso I ketvirc¢iui
(o € (0% 90°)), todél kosinuso reik§mé yra teigiama.
b) sin’a + cos?a =1, <« Taikome pagrinding trigonometrijos tapatybe.
sin?a = 1 - cos’a, «I5 jos isreiskiame sina.

sinfa=1-(-04)=1-0,16=0,84, <«Jrasome kampo a kosinuso reik§me ir apskaic¢iuojame sinuso kvadratg.

sina = ++/0,84 = i%, «Istrauke kvadratine $aknj, gauname dvi sinuso reikSmes.
sina = @, nes a € II ketv. < Pastebime, kad kampas a priklauso II ketvir¢iui, todél sinuso reiks-
i me yra teigiama.

_sina 5 P21 5\ v \. . . . .
o= e 02" 5 (—5) = < Apskaiciuojame kampo a tangenta, zinodami, kad jis lygus sinuso ir
A kosinuso santykiui.
= -

Z2v2, 1y o 2L _ A2
Atsakymas. a) cosa = =35 b) sina = %5 tga = - 5=
l] Pamegink. Apskaiciuok cosa ir tga, kai sina = 1—53 ir % <a<T.
= v .
L Spresk 1-2 uzdavinius (p. 25).
=)

Pavyzdys Suprastinkime reiskinj 3 sin’a + 3 cos’a - 5.

Sprendimas
3sin’a + 3cos’a - 5 = «I8keliame pries skliaustus pirmyjy dviejy nariy bendrajj daugiklj 3.
= 3(sin’a + cos’a) - 5 = « Skliaustuose pastebime reiskinj sin’a + cos?a ir, remdamiesi pagrindi-
=3-1-5=-2. ne trigonometrijos tapatybe, vietoj jo jrasome 1.

Apskaiciuojame gauto skaitinio reiskinio reik§me.

Atsakymas. -2.

[ Pameégink. Suprastink reigkinj 6 — 2sin*a - 2 cos?a.
\/) Spresk 3—-4 uzdavinius (p. 26).
<)

S
S

20



1 skyrius | Trigonometrija | Susipazink

€) Apskaitiuok reiskinio reikime:
a) tg’a - tga, kai tga = 0,6;
. s _ 5 . o o,
b) tga + ctga, kai sina = - % ir 180° < a < 270%

c) tga, kai (- Cosa)(zl * cosa) _ 4 ir 90° < a < 180
cos“a

(tga + 1)(tga - 1) . _ )
d) e kai tga = /7;

e) tg?a(l - sin’a), kai cosa = 4% ir 270° < a < 360%

f) sina, kai (1 - sina)(1 + sina) _

-% ir 90° < a < 180°.

cosa
(4] Jrodyk tapatybe:
1 - cos’a sin’a 4 1 -sina 1+sina
) . . —— = tg a; ) — . =]
cos2a 1 - sin%a cosa cosa
¢) 1 - cos?a - cos?a - sin?a = sin*a; d) 1 - sin?a - cos*a = sin?a - cos?q;
1+ cosa cosa -1 1 - cos’a + sin’a 3
) T . T =-1 ) T oo — tg a;
sina sina 1 + cos*a - sin*a
1 1

g) (tga + ctga)? = h) cos*a - sin*a = 2cos?a - 1.

+ —;
cos’a  sin’a’

9 Suprastink reiskini:

a) 1 - cos’a + tgZa - sin’a; b) cos*a - sin*a + sin’a;
1 2 . 2 1 .
<) (1 sinza) tg?a + 1 d) 1+ ctg’a e
sina sina sin®a - cos*a .
) ; ) —————— —sina - cosq;
1 + cosa 1 - cosa sina - cosa
g) ctg?a - cos’a + 1 - sina h) sin*a + sina - cos?a;
. 1 5 . . 1 5 .
i) (cosza 1) ctgla + j) oo’ tga + 1;
1-ctga 1+ ctga 1 - sinacosa .
k) g g4, ) ————— - (sin?a - cos?a).
1-tga 1+tga sin*a + cos’a

® Apskaiciuok sina ir cosa, kai:

3m.

— __1 =
a) tga =2, m<a< b)ctga=-3, 3 <a<m
3 1
c)tga=—0,2,7“<q<2n; d)ctga=7,0<q<%.
0 Apskaiciuok reiskinio reik§me:
a) tg?a - ctga, kai tga = 1,2; b) 2tga + ctg?a, kai ctga = 5;
tga + 2ctga . _ 2. _ ; —
) “eiga 45 kai tga = <5 d) (tga - ctga)(tga + ctga), kai ctga = /5.

e Apskaiciuok reiskinio reik$me, kai kampas a yra smailusis:

a) M) kai COSC(:l; b) 251na+co.sa,kai tga: 5;
tga—ﬁ 3 5cosa — 4sina
tga—ctga 45 o _ 2. sina - 2cosa . _
9 tga + ctga’ kai sina = 5’ )3cosa + 3sina’ kai ctga = 0,5.
Q Apskaiciuok:

1++/3.
2

; b) sin*a - cos*a, kai sina - cosa = 0,6;

o) tg?a + ctg?a, kai tga + ctga = 2,4; d) sin®a + cos?a, kai sina + cosa = %.

a) sina - cosaq, kai sina + cosa =

(D Taikydamas redukcijos taisykle, iSreiksk Sias trigonometrines funkcijas smailiojo
kampo a trigonometrinémis funkcijomis:

a) sin(2m - a); b) cos (3—2” - a); o tg (% + a); d) ctg(%1T + a);
e) sin (37” + a); f) cos(2m + a); g) tg(m - o); h) ctg(m + ).

26



S =58,3 + 32,5 cos%t

@ Parduotos ziemos sporto jrangos kiekis S (3imtais vienety) aprasomas funkcija

; Cia t - laikas (ménesiais), reik§mé t = 1 atitinka sausio

ménesj, reikSmé t = 12 - gruodzio ménesj, 1 < ¢t < 12, t € N. Nustatyk, kurj

ménesj ziemos sporto jrangos parduota daugiausia, kurj ménesj - maziausiai.

Kuriais ménesiais jrangos parduota daugiau nei 7500 vienety?

@ Prie spyruoklés prikabintas pasvaras taip, kaip parodyta brézinyje. Istempus spy-

ruokle ir paskui jg paleidus, pasvaras juda pagal désnj y = 1—12 (cos (81) - 3sin (81));

¢ia y - pasvaro nuokrypis nuo pradinés padéties (pavaizduotas brézinyje) laiko
momentu ¢. Nustatyk, kuriais laiko momentais (sekundés Simtosios dalies tiks-
lumu) svyruojantis pasvaras bus pradinéje padétyje, t.y. y = 0 (¢ia 0 < £ < 1).

€0 Saulys $auna j taikinj, esantj uz 300 m
(Zr. brézinj). Kulkos, iSlekiancios i$ $au-
tuvo, pradinis greitis yra 400 m/s. Kul-

kos pradinj greitj v, atstuma s iki taiki-

nio ir kampg x, kuriuo reikia pakreipti
$autuva, sieja désnis s = % v2sin (2x).
Apskaiciuok kampo x didumg $imtosios
laipsnio dalies tikslumu.

300m

@) Beisbolo kamuoliukas po smigio kyla

kampu x pradiniu greic¢iu v = 57 m/s. Ka-
muoliukas yra pagaunamas uz 100 m (Zr.
brézinj). Apskai¢iuok kampo x diduma

1° tikslumu, jei kamuoliuko judéjimas
apibudinamas formule s =

1 2
5V sin (2x).

100 m
@ Kai autobusas A, suka j kaire, jo galas juda j desine, kaip parodyta brézinyje, to-
dél gali atsitrenkti j greta stovintj autobusa A,. Autobuso A, galo j desin¢ nueitas
atstumas (t. y. atstumas x) apskaiciuojamas pagal formule
x= %\/(4 + 18ctg @) + 100 - %(4 + 18ctg@);

¢ia x — atstumas metrais, ¢ — kampas, kuriuo pasisuka autobusas.
Apskaiciuok:
suka 30° kampu;

a) kokj atstuma (1 cm tikslumu) nueina autobuso galas j desine, jei autobusas pasi-

autobuso A,, stovincio greta 0,5 m atstumu.

\
\

=

b) kokiu didziausiu kampu (1° tikslumu) gali pasisukti autobusas A,, kad nekliudyty

\ °
o)

=n

1

—
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Prarastos trigonometrinés funkcijos

Kokia tau pasirodé trigonometrija? Nelabai lengva? Tikrai sunkoka: keturios trigono-
metrinés funkcijos, keturios joms atvirkstinés funkcijos... Daugoka.

Tai neatrodys daug, jei suzinosi, kad trigonometriniy funkcijy galima rasti daug
daugiau. Jei studijuosi uzsienio universitete, ko gero, susidursi su dar dviem trigonomet-
rinémis funkcijomis - sekantu sec x ir kosekantu cosec x. Sias funkcijas galbiit pamena
tavo senelis, apie jas dar kai kas yra girdéjes, taciau yra daugybé kity trigonometri-
niy funkcijy, kurios pries kelis sSimtmecius buvo aktyviai naudojamos, bet siandien jy
nezino net matematikos mokytojai. Neturime ir lietuvisky jy pavadinimy. Vadiname
jas taip, kaip jvardytas aptinkame senuosiuose rastuose: versin x, excscx, exsecx, ...

Paslaptis ta, kad seniau, kai nebuvo skai¢iuotuvy ir buvo sunku atlikti skai¢iavi-
mus, papildomos trigonometrinés funkcijos tikrai praversdavo. Mat trigonometriniy
funkcijy reikSmes buvo galima rasti specialiose entuziasty parengtose lentelése. Buvo
patogu turéti tokias lenteles visiems dazniau naudojamiems veiksmams, uzuot kaskart
skaiciavus.

Visy $iy funkcijy, kaip ir sinuso bei kosinuso, reiksmés apibréziamos naudojant
vienetinj apskritima.

Uzduotys

@ Nubréziamas vienetinis apskritimas ir jame pavaizduo-
jamas kuris nors smailusis posiikio kampas a. Sio kam-
po sinusas - staciojo trikampio ABO statinio AB ilgis,
kosinusas - statinio OB ilgis.

Brézinys papildomas — per taska A nubréziama apskri-
timo liestiné. Ji kerta asj Oy taske D, asj Ox - taske C.

a) Jrodyk, kad AC = tga, o AD = ctga.

o

b) Apibréziame dar dvi trigonometrines funkcijas:

y
OD = coseca, OC = seca. D dga
Irodyk, kad coseca = ;, seca = ; /
sina cosa =
5 |/|s
L] u "7,
o/ 8
s a/]
@ Apibréziame dar keletg funkcijy: };

versina = BM, excsc a$ A
excsca = ND, N
1
exseca = MC,
a

crda = AM.

sina

exsec a

Susiek $ias funkcijas su mums jprastomis trigonometri-
némis funkcijomis sina ir cosa.
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